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1 はじめに
限量子記号消去 (Quantffier Elimination、以下では QE と略記する)とは代数的な一階述語論理式から限
量子記号 \exists, \forall を取り除き、それと等価な自由変数のみの代数的な式を求めることである。数式処理で最もよ
く扱われるのは実数領域と複素数領域における QE である。以下の例は、数式処理システムMathematica
の \mathrm{Q}\mathrm{E} プログラム Reduceの実行例である。
In[1]: = Reduce [Exists [X, \mathrm{X}^{\rightarrow}2 + A X + \mathrm{B} == 0] , {A,B},Reals]
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\mathrm{A}
Out [1]= \mathrm{B} く= --
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In [2]:= Reduce [Exists [X, A \mathrm{X}^{-}2 + \mathrm{B} \mathrm{X} + \mathrm{C} == 0] , Complex]
Out [2]= ( \mathrm{A} == 0 && \mathrm{B} != 0) || ( \mathrm{C} == 0 && \mathrm{B} == 0 && \mathrm{A} == 0) || \mathrm{A} != 0




実数領域における最初の QE アルゴリズムはTaiskiによって与えられた。(古い論文であるが、[7] に原論
文がそのまま掲載されている。) 一変数実多項式の実根に関する情報を与える Sturm列(例えば [6] に詳し
い解説が与えられている)を巧妙に利用したアルゴリズムであるが、計算量を考慮していないため実際にプ
ログラムとして実装しても使い物にならない。その後 [3] によって部分終結式の計算による効率的なSturm
列の計算を利用したCAD (Cylindrical Algebraic Decomposition) の計算に基づく QE アルゴリズムが提唱
され、前章にあげた Mathematica のプログラムや、今日利用できる QE プログラムの多くがこの方法に基













式に対する QE が必要になる。この種の論理式にたいしては、[5] の方法が他の方法よりも圧倒的に有効で
あることが報告されている。
3 複素数領域の QE
複素数領域は代数的閉体なので、複素数領域の QE は実数領域の QE よりも遥かに容易である。例えば、
ヨX(X^{2}+AX+B=0) は複素数領域では True であり ヨX (X2+AX+C=0\wedge X^{2}+BX+C=0) はX
に関する2つの1 変数多項式 X^{2}+AX+C と X^{2}+BX+C の最大公約元が定数でないことと同値であ





包括的グレブナー基底系 (Comprehensive Grobner System、以下 CGS と略記する) とはパラメーターを含
む多項式が生成するイデアルのグレブナー基底のことである。
例1
\mathbb{Q}[X, Y] においてパラメーター A を持つイデアル I=\langle AX+Y^{2}+1,  Y^{3}+1\rangle の辞書式項順序  X>Y に対
する CGS は、 \{(\{A=0\}, \{1\}) , (\{A\neq 0\}, \{AX+Y^{2}+1, Y^{3}+1)\} である。
つまり、 I のグレブナー基底は A=0 のときは{1} 、 A\neq 0 のときは \{AX+Y^{2}+1, \mathrm{Y}^{3}+1)\} であること
を意味している。これより、グレブナー基底の基本的性質と Hilbert の零点定理より










鋭角三角形 ABC にたいして、点 \mathrm{M}, \mathrm{N} をそれぞれ \mathrm{B}, \mathrm{C} から AC, AB へ下ろした垂線の足とし、 \mathrm{H} を垂心
とする。線分 BC 上の \mathrm{B} ) \mathrm{C} と異なる点 \mathrm{W} にたいして、 $\omega$_{1} を三角形BWN の外心円、 $\omega$_{2} を三角形 CWM
の外心円とする。 $\omega$_{1} 上の点 XをWX が $\omega$_{1} の直径となるようにとり、 $\omega$_{2} 上の点 \mathrm{Y} を WY が $\omega$_{2} の直径と
なるようにとる。このとき、三点 X, \mathrm{Y}, \mathrm{H} が一直線上にあることを証明せよ。
\mathrm{A}, \mathrm{B}, \mathrm{C}, \mathrm{M}, \mathrm{X}, \mathrm{Y} の座標を以下のように取る。 \mathrm{A}(0,0) , \mathrm{B}(1,0) , \mathrm{C}(c_{1}, c_{2}) , \mathrm{M}(m_{1}, m_{2}) , \mathrm{X}(x_{1}, x_{2}) , \mathrm{Y}(y_{1}, y_{2}) 。
このとき、以下の式が成り立つ。
1. 点 \mathrm{C} はAB 上にはない \Leftrightarrow c_{2}\neq 0。
2. 三角形 ABC は鋭角三角形である \Leftrightarrow 0<c_{1}<1\wedge(c_{1}-1/2)^{2}+c_{2}^{2}>1/4。
3. \mathrm{C}\mathrm{N}\perp \mathrm{A}\mathrm{B}\Leftrightarrow 点 \mathrm{N} の座標は (c_{1},0) 。
4. 点 \mathrm{H} はCN 上にある \Leftrightarrow \mathrm{H} の座標はある実数 h_{2} にたいして (c_{1}, h_{2}) である。
5. 点 \mathrm{W} は線分 BC 上の B,C と異なる点である
\Leftrightarrow \mathrm{W} の座標は 0<w<1 なる実数 w にたいして (1+w(c_{1}-1), wc_{2}) である。
6. 点 \mathrm{M} はAC 上にある \Leftrightarrow m_{1^{C}2}-m_{2^{\mathcal{C}}1}=0 。
7. BH \perp \mathrm{A}\mathrm{C}\Leftrightarrow(c\mathrm{i}-1)c\mathrm{i}+h_{2}c_{2}=0。
8. BM \perp \mathrm{A}\mathrm{C}\Leftrightarrow 点 \mathrm{H} はBM 上にある \Leftrightarrow(m_{1}-1)c_{1}+m_{2}c_{2}=0。




10. WY は $\omega$_{2} の直径 \Leftrightarrow
((1+w(c_{1}-1))-y_{1})^{2}+(wc_{2}-y_{2})^{2}=((1+w(c_{1}-1))+y_{1}-2mc_{1})^{2}+(wc_{2}+y_{2}-2mc_{2})^{2}
=((1+w(c_{1}-1))+y_{1}-2c_{1})^{2}+(wc_{2}+y_{2}-2c_{2})^{2} 。
11. 三点 \mathrm{X},\mathrm{Y},\mathrm{H} は一直線上にある \Leftrightarrow(y_{1}-c_{1})(y_{2}-x_{2})-(y_{2}-h_{2})(y_{1}-x_{1})=0 。
F_{1} , . . . , F_{7}, P を以下のように取ると、
F_{1}=m_{1}c_{2}-m_{2}\mathrm{c}_{1}, F_{2}=(c_{1}-1)c_{1}+h_{2}c_{2}, F3=(m_{1}-1)c_{1}+m_{2}c_{2},
F_{4}=((1+w(c_{1}-1))-x_{1})^{2}+(wc_{2}-x_{2})^{2} — (((1+w(c_{1}-1))+x_{1}-2c_{1})^{2}+(wc_{2}+x_{2})^{2}) ,
F5=((1+w(c_{1}-1))-x_{1})^{2}+(wc_{2}-x_{2})^{2}-(((1+w(c_{1}-1))+x_{1}-2)^{2}+(wc_{2}+x_{2})^{2}) ,
F_{6}= ((1+w (c_{1} - 1))-y_{1})^{2}+(wc_{2}-y_{2})^{2}





\forall x\mathrm{i}, x_{2}, y_{1}, y_{2}, m\mathrm{i}, m_{2}, h_{2}, w , ci, c_{2}\in \mathbb{R}
 c_{2}\neq 0 \wedge 0<\mathrm{c}_{1}<1 \wedge (c_{1} -- 1/2)^{2}+\mathrm{c}_{2}^{2}>1/4 \wedge 0<w<1\wedge
 F_{1}=0 \wedge F4=0 \wedge F5=0 \wedge F_{4}=0 \wedge F5=0 \wedge F_{6}=0 \wedge F7=0
\Rightarrow  P=0
残念ながら、現時点での Mathematica(versionll.O.1) のQE プログラムではこの式を扱うことはできない。
実は、この問題は Met \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c} 幾何とよばれる初等幾何学の問題になっている。Metric 幾何では不等式は扱わな
い。この問題は必要のない条件 「 ABC は鋭角三角形」 を仮定している。実際に必要な仮定は $\omega$_{1} と $\omega$_{2} が
定義されるための以下の条件のみである。
\mathrm{W}\neq \mathrm{B}(w\neq 0) , \mathrm{W}\neq \mathrm{C}(w\neq 1) , \angle \mathrm{A}\mathrm{B}\mathrm{C}\neq \displaystyle \frac{ $\pi$}{2} (c_{1}\neq 1) , \displaystyle \angle \mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{B}\neq\frac{ $\pi$}{2} ((c_{1}-1/2)^{2}+c_{2}^{2}\neq 1/4)_{0}
つまり、以下の論理式が真になる。
\forall x\mathrm{i}, x_{2}, y_{1}, y_{2}, m\mathrm{i}, m_{2}, h_{2}, w , ci, \mathrm{c}_{2}\in \mathbb{R}
c_{2}\neq 0 \wedge  c_{1}\neq 1 \wedge (c_{1} — 1/2 )^{2}+c_{2}^{2}\neq 1/4 \wedge  w\neq 0 \wedge  w\neq 1\wedge
 F_{1}=0 \wedge F_{2}=0 \wedge F3=0 \wedge F_{4}=0 \wedge F5=0 \wedge F_{6}=0 \wedge F_{7}=0
\Rightarrow  P=0
Metric 幾何の定理は複素数領域でも成り立つので、実はこれより強い以下の論理式が真になる。
\forall X\mathrm{i}, x_{2}, y_{1}, y_{2}, m\mathrm{i}, m_{2}, h_{2}, w , ci ) c_{2}\in \mathbb{C}
 c_{2}\neq 0 \wedge c_{1}\neq 1 \wedge (c_{1}-1/2)^{2}+c_{2}^{2}\neq 1/4 \wedge w\neq 0 \wedge w\neq 1\wedge
 F\mathrm{i}=0 \wedge  F_{2}=0 \wedge  F_{3}=0 \wedge  F_{4}=0 \wedge 瑞 =0 \wedge  F_{6}=0 \wedge  F_{7}=0
\Rightarrow  P=0
自由変数を含まない論理式にたいする QE (すなわちそれが真か偽かを判定すること) はグレブナー基底の
みの計算で可能なので、この式にたいしてはMathematica の複素数領域の QE プログラムでも瞬時に計算
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を終了し trueを返す。
それでは、必要な条件、例えば \mathrm{C} に関する条件 c_{2}\neq 0 \wedge  c_{1} \neq 1 \wedge (c_{1-}1/2)^{2}+c_{2}^{2}\neq 1/4 を得るにはど
うすればよいであろうか。理論的には以下の論理式にたいする \mathrm{Q}\mathrm{E} によってこの条件が得られる。
\forall x_{1}, x_{2}, y_{1}, y_{2}, m_{1}, m_{2}, h_{2}, w\in \mathbb{R}
 w\neq 0 \wedge w\neq 1\wedge
 F_{1}=0 \wedge F_{2}=0 \wedge F3=0 \wedge F_{4}=0 \wedge F_{5}=0 \wedge F_{6}=0 \wedge F7=0
\Rightarrow  P=0




前に述べたように、複素数領域の QE は実数領域の QE よりも遥かに容易な計算である。[4] で公開されて
いるプログラムは
\forall x\mathrm{i}, x_{2} ) y_{1} , y2, m\mathrm{i}, m_{2}, h_{2}, w , ci, c_{2}\in \mathbb{C}
 w\neq 0 \wedge w\neq 1\wedge
 F_{1}=0 \wedge F_{2}=0 \wedge F3=0 \wedge F_{4}=0 \wedge F5=0 \wedge F_{6}=0 \wedge F7=0
\Rightarrow  P=0
の入力にたいして、瞬時に以下の同値な式を出力する。
(c_{1}=1\wedge \mathrm{c}_{2}^{2}+1=0)\vee(c_{1}=0\wedge c_{2}=0)\vee(c_{1}-1)((c_{1}-1/2)^{2}+c_{2}^{2}-1/4)\neq 0
Mathematica(version11.0.1) の複素数領域の \mathrm{Q}\mathrm{E} プログラムはこの入力にたいしても計算が終了しない。
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